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Vecteur aléatoire

Définition : vecteur aléatoire

Soit (€,.4) un espace probabilisable et n € N*. Un vecteur aléatoire
est une application mesurable X : Q — R".

Remarque : Un vecteur aléatoire peut étre vu comme un n-uplet de
variables aléatoires réelles :

X1 (w)
XQ(UJ)

X(w) = avec X;:Q — Rv.a.

X,,.(w)

Remarque : Dans la suite on considérera souvent les vecteurs aléatoires
3 valeurs dans R? mais la plupart des définitions et propriétés s'étendent
sans difficulté a des dimensions supérieures.

modélisation et statistique Chapitre 3 - Vecteurs aléatoires et indépendance



Définitions ce Stabilité s gaussiens

[e] le]e]e}

Loi jointe

Définition : loi jointe

Soit X = (X1, X2) un vecteur aléatoire a valeurs dans R?. La loi jointe
de X est la mesure de probabilité définie par :

VA € B(R?), Px(A)=P(X € A)=P({w e Q| (X1(w), X2(w)) € A})

Remarque :

@ Pour une loi discrete et i,j € N,
Pox x0)(1,4) = P({X = i} N {X2 = j})

@ Pour une loi admettant une densité fx, x,), et a,b,c,d € R,

b d
]P(Xl € [av b]7X2 € [Ca d]) = / / f(Xl,Xz)(X]-aXQ) dxx dxa
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Définition : fonction de répartition d'un couple de v.a.
La fonction de répartition de X est définie par :
Fx(x1,x) = P(X1 < x1, X2 < x)

Remarque :

@ Pour une loi discréte et x1, x2 € R,

Fixaa(xi0e) = Y > Poa (k1)

k<xy I<xo

@ Pour une loi admettant une densité et x;,x2 € R,

X1 X2
Fixixp) (1, x2) = / / fixi,x)(s, t) dt ds
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Lois marginales

Définition : loi marginale

Soit X = (X1, X2) un vecteur aléatoire a valeurs dans R?. Les lois
marginales de X sont les lois Px, et Px, des variables aléatoires Xj et X

Px,(B) = P(Xi € B) = P({Xi € B} N {X; € R}) = P(x, x)(B X R)

Px,(C)=P(X, € C) =P({Xx € C} N{X1 e R}) = ]P)(thz)(R x C)

Remarque : Soient i,j € N, x1,x0 € Ret a,b,c,d € R
@ Pour une loi discréte,
Pa() =Y Poaslik) et Prgl)= Y Pug (ki)
ko €N k1 €N
@ Pour une loi admettant une densité, on peut définir les densités marginales

+o0

+o0
le (Xl) = / f(Xl,X2)(X17 t) dt et fXg(X2) = / f-(Xth)(S, X2) ds

— o0 — 00

Rappel : Px,([a,b]) = ["f,(a)da et Bx(le,d]) = [ fx,(x2) oo
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Indépendance

Définition : indépendance

Deux variables aléatoires X; et X, sont dites indépendantes si pour
toute paire d'événements mesurables B et C, on a :

]P(Xl eEBN X, e C) :P(Xl € B)P(Xg € C)

Remarque :
@ Pour une loi discrete, pour tous i,j € N :

P(Xi =i, X =j) =P(X1 =) P(X2 =)
@ Pour une loi admettant une densité, pour tous x1,x; € R :
fixi ) (X1, x2) = fx (x1) fx, (x2)
Corollaire : pour tous a,b,c,d € R :

P(X; € [a,b] N X2 € [c,d]) = P(X: € [a, b]) P(Xz € [c, d])
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Espérance et moment croisé

Espérance sur la loi jointe : Soit g : R> — R une fonction mesurable.
Supposons que g(X) est une variable aléatoire intégrable (c'est-a-dire,
E[lg(X)|] < +o0). On peut tout a fait définir son espérance :

o Si X est discrete : E[g(X)] =32, ;8(i,))P(X1 =i, Xo = j)
@ Si X admet une densité : E[g(X)] = [z. &(s, t)fix x,)(s, t) ds dt

Définition : moment croisé

On appelle moment croisé d'ordre (p, q) de X; et X, I'espérance de
XP X3 (si elle existe) :

© Si X est discrete : E[X{X]] =37, iPjIP(X1 = i, Xo = j)

@ Si X admet une densité : E[XPXJ] = [, sPtfx, x,)(s, t) ds dt
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Covariance

Définition : covariance

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace
probabilisé et admettant des moments d'ordre 2. La covariance de X et
Y, notée Cov(X, Y), est définie par :

Cov(X, Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])]

Remarques : Cov(X, X) = V(X).
Propriétés : Soient X, Y et Z trois variables aléatoires.
o Cov(X,Y)=E[XY] - E[X]E[Y]
o Cov(X,Y)=Cov(Y,X)
@ Va,b e R, Cov(aX + bY,Z)=a-Cov(X,Z)+ b-Cov(Y,2)
@ On en déduit que V(X + Y) = V(X) + V(Y) + 2Cov(X, Y)
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Covariance
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Corrélation linéaire

Définition : corrélation linéaire

Soient Xj et X, deux variables aléatoires définies sur le méme espace
probabilisé et admettant des moments d'ordre 2. Le coefficient de
corrélation linéaire de X; et X3, noté p(Xi, X3), est défini par :

COV(Xl, Xz)
V V(X)) V(X2)

avec la convention p(X1, Xz) = 0 si V(X1) =0 ou V(Xz) = 0.

p(X1, X2) =
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Moment croisé et indépendance

Proposition

Soit X et Y deux variables aléatoires. X et Y sont indépendantes si et
seulement si pour tout couple de fonctions mesurables g et h, on a :

E[g(X)h(Y)] = E[g(X)]E[h(Y)]

Corollaire : Si X et Y sont indépendantes, alors Cov(X,Y) =0.

Remarque : La réciproque du corollaire est fausse en général.

Par exemple, soient X ~ B(1/2) et Y ~ B(1/2) telles que X 1L Y. On considére les
variables aléatoires X + Y et X — Y.
Cov( X+ Y, X—=Y)=E[(X+ Y)(X-=Y)]-E[X+ Y]E[X - Y]
= E[X? — Y?] - (E[X] + E[Y])(E[X] - E[Y])
= E[X?] - E[Y?] - (E[X]* - E[Y]?)
=V(X)-V(Y)=0
OrP(X+Y=0)=1/4P(X-Y=0)=1/2etP(X+Y=0,X—-Y =0)=1/4
Ainsi X + Y et X — Y ne sont pas indépendantes.
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Espérance et matrice de variance-covariance

Définition : espérance

Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans R”. On définit |'espérance de

X comme le vecteur :
E[X1]

EX]=1
E[X.]

Définition : matrice de variance-covariance

On appelle matrice de variance-covariance de X la matrice définie par :

V(Xl) COV(Xl, Xg) s COV(Xl, X,,)
COV(XQ, X1) V(Xg) 000 COV(XQ, X,,)
Cov(Xp X1) Cov(Xm Xo) -~ V(Xy)

Probabilités, modélisation et statistique Chapitre 3 - Vecteurs aléatoires et indépendance



Stabilité ecteurs gaussiens
[ ]

Stabilité de certaines variables aléatoires

On avait vu :

® Si X ~ N(u1,02) et Y ~ N(uz,032) avec X 1LY,
alors X + Y ~ N(u1 + pi2, 0% + 03).

On a aussi :
@ Si X; ~ B(p), alors Y, X; ~ B(n, p).
® Si X; ~ B(ki,p), alors >0 X; ~ B(Y>_[_, ki, p).
@ Si X; ~P(\;), alors >0 Xi ~ P(X11 Mi).
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Vecteurs gaussiens

Définition : vecteur gaussien

Un vecteur aléatoire X = (Xi, ..., X,) est dit gaussien si pour tout
(M, ..., An) € R, la variable aléatoire Y 7 ; A;X; suit une loi normale.

Soient p € R" I'espérance de X et ¥ € R"™ " sa matrice de
variance-covariance, on notera alors X ~ N (u, X).

Remarque 1 : Si X est un vecteur gaussien, alors chaque X; est une variable
aléatoire gaussienne.

La réciproque est en général fausse. Par exemple, soient X ~ A(0,1) et € telle
que P(e = 1) = P(e = —1) = 1/2 indépendantes. Considérer le vecteur
aléatoire (X, X + €X).

Remarque 2 : Comme pour une variable aléatoire gaussienne, la loi d'un
vecteur aléatoire gaussien est entiérement caractérisée par son espérance et sa

matrice de variance-covariance.
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Densité d'un vecteur gaussien

Soit X un vecteur gaussien de dimension n, d'espérance u € R” et de
matrice de variance-covariance ¥ € R™"_Si ¥ est inversible, alors X
admet une densité de probabilité donnée par :

1 1 Ts-1
&(X)ZWEXP <—§(X—M) X (X—M)>
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Théoreme indépendance dans un vecteur gaussien

Remarque : Lorsque X est diagonale avec des éléments diagonaux non nuls, la
densité s'écrit :

fx(X) =

Neavers H T _'Z(XI M')z

Théoréeme : indépendance dans un vecteur gaussien

Soit X = (Xi,...,X,) un vecteur gaussien de matrice de
variance-covariance . Les variables aléatoires Xi, ..., X, sont
indépendantes si et seulement si ¥ est diagonale.

Remarque : Ce théoréeme admet une version “par blocs”.
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Définition : loi du x?

Soient Xi,..., Xk des variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées suivant une loi normale centrée réduite N'(0,1). La variable

aléatoire : P
=3 %
i=1

suit une loi du x2 (ou loi de Pearson) 3 k degrés de liberté, que I'on note
Y ~ (k).

Densité de x2(k):
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Propriété : E(X) = k et V(X) = 2k.
Remarque : La loi du x? intervient dans le test du x?. Ce test permet
par exemple de répondre aux questions suivantes :

@ Soit P une loi de probabilité. Les résultats observés pour X lors
d’'une expérience aléatoire suivent-ils la loi P ?

@ Les variables aléatoires Xi, ..., X, sont-elles indépendantes ?
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Définition : loi de Student

Soient X ~ N (0,1) et Y ~ x2 deux variables aléatoires indépendantes.
La variable aléatoire : X

Yk

suit une loi de Student a k degrés de liberté, que I'on note T ~ T (k).

Densité de 7 (k):
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Loi de Student

Propriété : E(X) =0 et V(X) = £ pour k > 2.

Remarque : La loi de Student intervient dans le test de Student. Ce test
permet par exemple de répondre aux questions suivantes :

@ Soient Xi,..., X, et Y1,...,Y,, deux échantillons issus de lois
normales indépendantes N(ux, 02) et N(uy, 0?). Est-ce que les
moyennes px et gy sont significativement différentes 7

@ Soit Yi,..., Y, un échantillon et xi, ..., x, des variables observées.
Est-ce que Y dépend linéairement de x ?
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Définition : loi de Fisher

Soient Y7 ~ x2(ki) et Yz ~ x?(kz) deux variables aléatoires
indépendantes. La variable aléatoire :

F_W/k
Ya/ ko
suit une loi de Fisher & (kq, k) degrés de liberté, que I'on note
F ~ F(ki, k2).
Densité de F(ki, ko):
1 .

— k=2, kp =1
— ky =10, kp = 1
e ky = 20, kp = 20
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Stabilité

Loi de Fisher

2 —
Propriété : E(X) = % pour kp > 2 et V(X) = %‘(&2—% pour ky > 4.

2
Remarque : La loi de Fisher intervient dans le test de Fisher. Ce test
permet par exemple de répondre a la question suivante :

@ Soient Xi,...,X, et Yi,..., Y, deux échantillons issus de lois

normales indépendantes A(uux,0%) et N'(uy,0%). Est-ce que les
variances 0% et 0%, sont significativement différentes ?
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