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Echantillon

Définition : échantillon

Une échantillon de taille n d'une variable aléatoire X est un n-uplet
variables aléatoires (X1, ..., X,) indépendantes et identiquement
distribuées.

X est appelée variable parente de I'échantillon.

Remarque : En pratique, cela correspond a sélectionner de facon
indépendante n individus a priori identiques (a des variations aléatoires prés)
parmi une population.

Remarque : Aprés une expérience, on recueille un jeu de données constitué
des observations (xi, ..., X») qui correspondent aux réalisations de I'échantillon
aléatoire (X,...Xn).
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Statistique

Définition : statistique

Soit (X1,. .., X,) un échantillon de taille n.
Une statistique est une variable aléatoire qui est fonction des variables
aléatoires de I'échantillon.

S=g(Xq,...,Xs), avecg:R" =R

Exemples :
@ La moyenne empirique X = % Zle Xi est une statistique.

@ Le maximum max(Xi, ..., X,) et le p-iéme percentile sont des
statistiques.

@ Le premier individu Xi est une statistique.

@ La variable aléatoire constante égale a 0 est une statistique (bien que trés
peu intéressante).
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Estimateur et estimation

Définition : estimateur

Un estimateur est une statistique qui vise a fournir une estimation d'un
parameétre 6 de la loi parente d'un échantillon.

On note généralement un estimateur par un chapeau : 8, = g(Xi, ..., X,).

Définition : estimation

| A\

Une estimation est |a réalisation d’un estimateur pour un échantillon donné.

On la note parfois (abusivement) avec la notation de I'estimateur (6,), mais
cette fois-ci c’est bien une valeur numérique en non une variable aléatoire :
0n = g(x1,...,xn) = g(Xi(w), ..., Xn(w)) étant donné I'éventualité observée w.

v

Remarque : A chaque fois qu'on réalise une expérience, |'estimation peut
varier en fonction de I'échantillon observé. On comprend donc bien que
|'estimateur est une variable aléatoire avec une loi de probabilité associée, la ou

|'estimation est un nombre réel.
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Définition : convergence d'un estimateur

Un estimateur 6, est dit convergent pour le parameétre 6 s'il converge en
probabilité quand la taille de I'échantillon n tend vers I'infini :
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Biais et variance

Définition : biais

Le biais d'un estimateur § du paramétre 6 est défini par :
Bias(d) = E[d] — 6

Un estimateur est dit sans biais si Bias(d) = 0.

Remarque : Un “bon" estimateur devrait avoir un biais faible, voire
étre sans biais.

Remarque : 6 étant une variable aléatoire, on peut tout a fait parler de
sa variance V(). On souhaite également que cette variance soit faible.
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Erreur quadratique moyenne

Définition : erreur quadratique moyenne

L'erreur quadratique moyenne d'un estimateur 6 du parametre 6 est
définie par :

MSE(8) = E [(0 - 6)?]

L'erreur quadratique moyenne est souvent notée MSE pour “Mean
Squared Error”.

Remarque : On peut montrer que
MSE(A) = V() + Bias(6)?
Ainsi, minimiser |'erreur quadratique moyenne revient a minimiser la somme de la
variance et du biais de I'estimateur.
Cette décomposition illustre le compromis (ou dilemme) entre biais et variance dans la

construction d'un estimateur. C'est un point important en apprentissage automatique

(compromis entre sous-apprentissage et sur-apprentissage).
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Qualités d'un estimateur

Plusieurs qualités sont attendues pour un “bon” estimateur :

@ Convergence : quand la taille de I'échantillon augmente, on aimerait
que I'estimateur converge en probabilité vers la vraie valeur du
parameétre.

o Biais : on préferera un estimateur sans biais (i.e. Bias() = 0) ou
autant que possible avec un biais faible.

@ Erreur quadratique moyenne : on cherchera un estimateur avec une
erreur quadratique moyenne faible. Cela permet d’avoir a la fois un
biais et une variance faibles.

@ Robustesse : un bon estimateur devrait étre robuste face aux
variations de I'échantillon (ex : la médiane est plus robuste que la
moyenne face aux valeurs aberrantes).
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Estimateur de la moyenne empirique

Soit (X1, ...Xy,) un échantillon de variable parente X admettant un
moment d'ordre 2. On veut estimer le paramétre § = E(X).

On choisit la moyenne empirique 0,=X,= %27:1 X; pour estimer
I'espérance de X.

modélisation et statistique Chapitre 5 - Statistique inférentielle



Définitions Qualités d’'un estimateur Moyenne empirique Variance empirique Confiance

[e]e]e} [e]e]e]e] 0e00 [e]e]e} 0000000

Propriétés de la moyenne empirique

o La ‘moyenne empirique est un estimateur sans biais
E(0n) =E[; 30, Xi] = 7 XL EIXi] = £ x nE[X] = E[X] = 0.

@ La variance de la moyenne empirique vaut :
V() =V (570 X) = 3 i V(X) = 5

o Ainsi, MSE(6,) = V(,) + Bias(d,)? = XX,

n

@ La moyenne empirique est un estimateur convergent de § = E(X).
En effet, la loi faible des grands nombres donne la convergence en
probabilité (et méme la convergence L?).

Le théoreme central limite donne aussi une approximation de la

distribution de 6, pour n grand : 8, ~ N (9, ”72>
n— o0
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Exemple 1 : estimation d'une moyenne

On souhaite estimer la moyenne des émissions de COs-eq d'une
population.

Pour cela, on tire n individus parmi la population (de fagon
indépendantes et uniforme). On a alors un échantillon de taille n qu'on
suppose de variable parente X ~ N (i,02), ol i est la moyenne des
émissions de CO5-eq dans la population, et o2 la variance. On peut
utiliser la moyenne empirique pour estimer la moyenne  :

i=1

On sait maintenant que cet estimateur est convergent (en norme

. “lry, 7 . . . 2 ~ .
quadratique et en probabilité), sans biais, et de variance Z- (méme si on
ne connait pas o2).

Ici on peut aussi dire que /i suit une loi normale (comme somme de v.a.
gaussiennes indépendantes).
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Exemple 2 : estimation d'une proportion

On souhaite estimer la proportion de personnes végétariennes au sein
d’une population.

Pour cela, on tire n individus parmi la population (de fagon
indépendantes et uniforme). On a alors un échantillon de taille n qu'on
suppose de variable parente X ~ B(p), ot p est la probabilité qu'un
individu soit végétarien. On peut utiliser la moyenne empirique pour
estimer cette proportion p :

L _1¢
P:;;Xi

On sait maintenant que cet estimateur est convergent (en norme

quadratique et en probabilité), sans biais, et de variance p(ln_p) (méme si

on ne connait pas p).
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Estimateur de la variance empirique

Soit (Xi,...X,) un échantillon de variable parente X admettant un
moment d'ordre 2. On veut estimer le paramétre § = V(X).

On va essayer |'estimateur de la variance empirique
=52 =1%"" (Xi — X,)? pour estimer la variance de X.

Remarque :
n

n
1 - 1 A
2= - E (Xi — Xp)? = - E (X? —2Xi X, + X,)
i=1 i=1

Zn:x,? —%m zn:x,- f X2 = Zx2 X+ X2
i=1 i=1

n
_1 ;xf -X2

S

S|
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Propriétés de la variance empirique

n 2 n n n
E[X;] =E [(% > x,-) ] = n—12 > EXix) = % > Ep+ % > EpIEDX)
i=1 i=1

i=1 j=1 ij

- % nE[X?] + % n(n— 1) E[X]? = ]E[le G 1,)7]E[X]2
E [% (i x,?ﬂ = %inz[x,?] = %n]E[Xz] =E[X?]
Ainsi, h h
E[S2] =E [% <; x,?) ~ X, | = E[X? - ]E[fz] G 1,)7E[X]2
= "L (B - EixP)
_ n; Ly
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Propriétés de la variance empirique

@ La variance empirique est un estimateur biaisé de la variance :
E[S7] = SHV(X).

@ On préferera alors la variance empirique corrigée (ou variance
empirique non biaisée) :
T2 _ n c2_ 1 n % )2
Sn - nflsn ~ n-1 Zi:l(Xl - Xn) :
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Idées

Quand on fait une estimation pour un paramétre 6, on aimerait avoir une
idée de la "confiance” qu'on peut avoir dans cette estimation.

En particulier quand on a un seul échantillon, on a une seule valeur pour
I'estimation de 6, et donc assez peu d'information sur la confiance qu'on
peut avoir dans cette estimation.

Ainsi, au lieu de donner une seule valeur 8 comme estimation, on peut :

@ quand c'est possible, réchantillonner plusieurs fois pour estimer la
loi de # (ex : méthode du bootstrap),

@ construire un intervalle [L, U] (qui dépend de I'échantillon) dans
lequel la vraie valeur du paramétre 6 a une forte probabilité de se
trouver.
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Estimer empiriquement la loi de 0

Exemple : On considére une population de 50000 individus suivant une loi de
Bernoulli de paramétre p = 0.3. Pour une taille d’échantillon fixée

(n =10, 50,200, 0u 1000), on peut échantillonner (tirer n individus) plusieurs fois, par
exemple 500 fois. Pour chaque échantillon on peut estimer p avec la moyenne
empirique.

On observe alors une distribution empirique de p :

Taille des échantillons n = 10 Taille des échantillons n = 50
500 1 1
' '
400 1 1
' '
300 P P
'
@ 200 I
2 1
2 100 i
c 1 | 1
g o h 0
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5 ' '
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1
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' '
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Intervalle de confiance

Définition : intervalle de confiance et niveau de confiance

Un intervalle de confiance pour un paramétre 6 est un intervalle
aléatoire [L(X1,...,Xy), U(X1,...,X,)] construit a partir d'un
échantillon (Xi, ..., X,) tel que :

P(L(leyxn) SGS U(Xlayxn)):]'_a

ol 1 — « est le niveau de confiance (souvent 0.95 ou 0.99).
« est le risque (i.e. ici la probabilité) de ne pas inclure la vraie valeur du
paramétre dans l'intervalle [L(X1,...,X,), U(X1, ..., X,)].

Remarque : On s’attend a ce que :
@ 3 taille d'échantillon n fixée, quand on augmente le niveau de confiance 1 — «,
I'intervalle de confiance [L, U] s'élargisse.
@ a niveau de confiance 1 — « fixé, quand on augmente la taille d’échantillon n,
I'intervalle de confiance [L, U] se resserre.
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Exemple 1 : estimation d'une moyenne

Soit (Xi)ieq1,n i-i.d. de loi N'(p, 0?), et supposons la variance o2 connue.

On considere I'estimateur de la moyenne : i =X, =237 X;. Onawu

~ 2 . . 7
que i ~ N <u, ‘77) comme somme de v.a. gaussiennes indépendantes.

i - A=
Soit Z = I N(0,1).
On pense naturellement a construire un intervalle de confiance pour p a
partir de Z, basé sur les quantiles de la loi normale centrée réduite.
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Exemple 1 : estimation d'une moyenne
Soit a € [0, 1] le risque. Notons g;_, /2 > 0 le quantile d’ordre 1 — a/2

de la loi V(0,1). La loi normale étant symétrique, on a g2 = —q1—a/2
le quantile d’ordre /2.

P (qa/2 <Z< qlfa/2) =l-a

)_<n_ﬂ'
<Giup]=1—
ofyn =" /2> “

P <_q1a/2 <

ag < o
P <_q1—a/2% < Xn — K < ql—a/2%> =1—«

— o . o
P <Xn - ql—a/2ﬁ <p< Xn+ Q1_a/2ﬁ> =1—-«

Ainsi, un intervalle de confiance pour p au niveau de confiance 1 — « est
donné par :

_ o — o
|:Xn - qlfa/2%axn + qla/2ﬁ:|
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Exemple 2 : estimation d'une proportion

Soit (Xi)ie[1,np i-i.d. de loi B(p).

On considere I'estimateur de la proportion : p = X, = %27:1 X;.
Le théoréme central limite donne une approximation de la distribution de

X, pour ngrand : Z, = —Xe=2__ £ 4 A/(0,1).
p(1—p)/n n—roo

Remarque : La convergence en loi donne aussi la convergence des
quantiles.
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Exemple 2 :

Avec g,/ et qi_q/2 les quantiles d'ordre a/2 et 1 — /2 de la loi

N(0,1), on a donc :
Jim P (Gajz <Zn < Gioap) =1—a

. 7n_P
lim P —qpgp< ——2"P __ <q_. 1-a
am < q1-a/2 p(1—p)/n Q1 /2)
— 1— _ 1—
lim P (Xn —Q1-a)2 P1—p) Sp<Xnt+qia u) =1l-a
n—oo n n
On peut montrer que Vu € [0,1], u(1 — u) < ;. D'ou :
, _ 1 - 1
imP(X,——=<p<Xp,+—]>21—-«
n—o00 2v/n 2y/n
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